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Аннотация. В работе изучаются условия, при которых многозначное отобра-
жение имеет неупреждающий селектор: в случае неупредаемости, порожденной
линейно упорядоченным по включению семейством, показано, что у многознач-
ного неупреждающего отображения со свойствами непустоты и компактности
множеств–значений существует неупреждающий (однозначный) селектор.
Ключевые слова: многозначное отображение; неупреждающий селектор

Введение

Свойство неупреждаемости играет важную роль в теории дифференциальных игр
в связи с построением идеализированных разрешающих стратегий. В ранних работах
идеализированные стратегии — квазистратегии — определялись в виде операторов на
функциональных пространствах управлений или траекторий со свойством физической
осуществимости или неупреждаемости (см. [1–4] и др.). С другой стороны, в некоторых
конструкциях, приводящих к неподвижным точкам операторов программного поглоще-
ния [5], естественным образом возникают неупреждающие многозначные отображения
(МО) и, как следствие, многозначные квазистратегии. Вопрос о селекции МО с сохране-
нием свойства неупреждаемости для отображений на пространствах обобщенных управ-
лений рассматривался в [6], где существенно использовалась специфика управлений–
мер.

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (проект
№ 18-01-00410).
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В настоящей работе изучается вариант достаточно общей постановки такого ро-
да: в случае неупреждаемости, порожденной линейно упорядоченным по включению
семейством, показано, что неупреждающее МО со свойствами непустозначности и ком-
пактности множеств–значений имеет (однозначный) неупреждающий селектор.

1. Определения

Используется стандартная теоретико-множественная символика (кванторы, связки,
∅ — пустое множество); , — равенство по определению. Принимаем аксиому выбора.
Семейством называем множество, все элементы которого — множества.

Пусть X ̸= ∅ и 6∈ P(X ×X) — отношение (нестрогого) частичного порядка на X.

Назовем пару (X,6) частично упорядоченным множеством (ЧУМ). Всякое линейно
упорядоченное подмножество ЧУМ назовем цепью.

Фиксируем непустые множества T , X и Y , а также непустые множества
T ∈ P′(P′(T )), Ω ∈ P′(Y T ) и Z ∈ P′(XT ).

Определим неупреждаемость элементов α ∈ P(Z)Ω, β ∈ ZΩ в виде требований,
соответственно:

((ω1 |A) = (ω2 |A)) ⇒ ((α(ω1) |A) = (α(ω2) |A)) ∀ω1, ω2 ∈ Ω,∀A ∈ T , (1)

((ω1 |A) = (ω2 |A)) ⇒ ((β(ω1) |A) = (β(ω2) |A)) ∀ω1, ω2 ∈ Ω,∀A ∈ T . (2)

Обозначим N подмножество всех неупреждающих МО из P(Z)Ω.

Пусть H ∈ P(Ω) и α ∈ P(Z)Ω. Определим подмножества из ZΩ :

n0
H , {f ∈ ZΩ | ∀ω, ω′ ∈ H ∀A ∈ T ((ω |A) = (ω′ |A)) ⇒ ((f(ω) |A) = (f(ω′) |A))}, (3)

n0
H [α] ,

(∏
ω∈Ω

α(ω)

)∩
n0
H . (4)

Иными словами, n0
H — множество всех неупреждающих на H отображений из ZΩ, в

(4) определяются (однозначные) неупреждающие на H селекторы заданного МО α и,
наконец, n0

Ω[α] есть множество всех неупреждающих селекторов МО α. Заметим, что
в приложениях семейство T , как правило, предполагается линейно упорядоченным в
ЧУМ (P(T ),⊂).

Пусть на множестве X введена топология τX . Полагаем тогда, что множество
Z ∈ P′(XT ) оснащено топологией τZ , индуцированной топологией Тихонова ⊗T (τX)

на произведении
∏

t∈T X. Аналогично, используя τZ , вводим на множестве ZΩ топо-
логию Тихонова τZΩ : τZΩ , ⊗Ω(τZ).

2. Основные результаты

Лемма 1. Пусть τX — T2 -топология, β ∈ P(Z)Ω и для всякого ω ∈ Ω значение
β(ω) не пусто и компактно в (Z, τZ). Тогда при любом H ⊂ Ω множество n0

H [β]

компактно в (ZΩ, τZΩ).



О СУЩЕСТВОВАНИИ НЕУПРЕЖДАЮЩЕГО СЕЛЕКТОРА 719

Д о к а з а т е л ь с т в о. Выберем и зафиксируем β ∈ P′(Z)Ω, удовлетворяющее
условиям леммы. Выберем произвольно H ⊂ Ω.

1. По теореме Тихонова [7, Теорема 3.2.4] в силу непустоты и компактности β(ω) при
любом ω ∈ Ω множество

∏
ω∈Ω β(ω) компактно в (ZΩ, τZΩ). Таким образом, с учетом

(4) для доказательства утверждения достаточно установить замкнутость множества n0
H

в (ZΩ, τZΩ). С этой целью покажем, что множество ZΩ \ n0
H открыто в пространстве

(ZΩ, τZΩ).

2. Если ZΩ = n0
H , то утверждение очевидно. Пусть ᾱ ∈ ZΩ \n0

H . Тогда существуют
ω1, ω2 ∈ Ω и A ∈ P′(T ) такие, что

(A ∈ T )&(ω1, ω2 ∈ H)&((ω1 |A) = (ω2 |A))&((ᾱ(ω1) |A) ̸= (ᾱ(ω2) |A)). (5)

Обозначим для краткости h1 , ᾱ(ω1), h2 , ᾱ(ω2). Так как (h1 |A) ̸= (h2 |A), h1, h2∈Z

существует ξ ∈ A такой, что h1(ξ) ̸= h2(ξ). Тогда, так как (X, τX) есть T2 -пространст-
во, существуют OX1, OX2 ∈ τX такие, что h1(ξ) ∈ OX1, h2(ξ) ∈ OX2 и

OX1 ∩OX2 = ∅. (6)

Определим множества OZ1, OZ2 ∈ P(Z) вида

OZ1 , {h ∈ Z | h(ξ) ∈ OX1}, OZ2 , {h ∈ Z | h(ξ) ∈ OX2}. (7)

Из определений следует, что OZ1, OZ2 ∈ τZ , h1 ∈ OZ1, h2 ∈ OZ2. Определим теперь
множество OZΩ ∈ P(ZΩ) вида

OZΩ , {δ ∈ ZΩ | (δ(ω1) ∈ OZ1)&(δ(ω2) ∈ OZ2)}. (8)

Заметим, что из h1 ̸= h2 следует неравенство ω1 ̸= ω2, а значит определение (8)
корректно. По построению имеем

ᾱ ∈ OZΩ ∈ τZΩ . (9)

Проверим, что кроме того выполняется равенство OZΩ ∩ n0
H = ∅. Предположим про-

тивное: нашлось γ ∈ OZΩ такое, что

γ ∈ n0
H . (10)

Из включения γ ∈ OZΩ получаем (см. (8)) γ(ω1) ∈ OZ1, γ(ω2) ∈ OZ2. Следовательно
(см. (7)), выполнены включения γ(ω1)(ξ) ∈ OX1, γ(ω2)(ξ) ∈ OX2. Значит (см. (6)),
выполняется неравенство γ(ω1)(ξ) ̸= γ(ω2)(ξ), из которого в силу ξ ∈ A следует нера-
венство (γ(ω1) |A) ̸= (γ(ω2) |A), противоречащее (10). В самом деле, по выбору ω1,

ω2 имеем (см. (5)) ω1, ω2 ∈ H и (ω1 |A) = (ω2 |A), а тогда из (10) должно следовать
(см. (3)) равенство (γ(ω1) |A) = (γ(ω2) |A). Итак, выполняется OZΩ ∩ n0

H = ∅ и, сле-
довательно (см. (9)), в силу произвольного выбора ᾱ множество ZΩ \ n0

H является
открытым в (ZΩ, τZΩ).

Таким образом, установлено, что множество n0
H замкнуто в (ZΩ, τZΩ). Этим завер-

шается доказательство.
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Теорема 1. Пусть τX — T2 -топология, T — цепь в ЧУМ (P(T ),⊂). Пусть
α ∈ N таково, что для всякого ω ∈ Ω значение α(ω) не пусто и компактно в (Z, τZ).

Тогда n0
Ω[α] — непустой компакт в (ZΩ, τZΩ).

Теорема, в частности, утверждает (см. (3), (4)), что всякое МО, удовлетворяющее
указанным требованиям, обладает (однозначным) неупреждающим селектором.

Д о к а з а те л ь с т в о. Выберем и зафиксируем α ∈ N, удовлетворяющее услови-
ям леммы. Определим семейство Hα ∈ P′(P′(Ω)) в виде Hα , {H ∈ P′(Ω) | n0

H [α] ̸= ∅}.
Отметим, что это семейство не пусто, так как синглетоны Ω, очевидно, содержатся в
нем. Схема доказательства утверждения следующая: сначала мы покажем, пользуясь
леммой Цорна, что в Hα существует максимальный элемент, а затем убедимся, что он
совпадает с Ω.

1. Пусть (Hs)s∈S некоторая цепь в ЧУМ (Hα,⊂). Положим H̄ , ∪s∈SHs и прове-
рим, что H̄ ∈ Hα. Из условий, наложенных на α, следует, что при всяком s ∈ S для
α и Hs выполняются условия леммы 1. Следовательно, при всяком s ∈ S множество
n0
Hs
[α] компактно в пространстве (ZΩ, τZΩ). Из хаусдорфовости топологии τX и опре-

деления топологии τZΩ следует, что τZΩ есть T2 топология и, следовательно, всякое
компактное в (ZΩ, τZΩ) множество замкнуто. То есть (Hs)s∈S — семейство замкну-
тых множеств в (ZΩ, τZΩ). Кроме того, так как (Hs)s∈S — цепь, то (см. (4)) семейство
(n0

Hs
[α])s∈S, также образует цепь в ЧУМ (P′(ZΩ),⊂). В частности, это семейство цен-

трировано. В силу теоремы Тихонова [7, Теорема 3.2.4] из непустоты и компактности
α(ω) при любом ω ∈ Ω следует компактность в пространстве (ZΩ, τZΩ) множества∏

ω∈Ω α(ω), содержащего (см. (4)) все множества семейства (n0
Hs
[α])s∈S. Следователь-

но, ∩s∈Sn
0
Hs
[α] ̸= ∅.

Покажем, что ∩s∈Sn
0
Hs
[α] ⊂ n0

H̄
[α], то есть H̄ ∈ Hα. Пусть β ∈ ∩s∈Sn

0
Hs
[α], A ∈ T ,

ω1, ω2 ∈ H̄ и
(ω1 |A) = (ω2 |A). (11)

Так как H̄ есть объединение элементов цепи (Hs)s∈S, найдется индекс s̄ ∈ S такой,
что ω1, ω2 ∈ Hs̄. Из выбора β имеем соотношения

β ∈
∩
s∈S

n0
Hs
[α] ⊂ n0

Hs̄
[α].

Из (11), (4) и последнего выражения получаем (β(ω1) |A)= (β(ω2) |A) . С учетом произ-
вольного выбора ω1, ω2 имеем (см. (4)) β ∈ n0

H̄
[α]. Так как β выбиралась произвольно,

получим вложение ∩s∈Sn
0
Hs
[α] ⊂ n0

α[H̄], а значит и включение H̄ ∈ Hα. Принимая во
внимание вложения Hs ⊂ H̄, очевидно, справедливые при всех s ∈ S, заключаем,
что H̄ есть верхняя грань (Hs)s∈S в ЧУМ (Hα,⊂). Так как цепь (Hs)s∈S выбиралась
произвольно, мы можем воспользоваться леммой Цорна: обозначим Ĥ произвольно
выбранный максимальный элемент в ЧУМ (Hα,⊂).

2. Покажем, что Ĥ = Ω. Предположим противное: существует ω̂ ∈ Ω\Ĥ. Положим

A , {B ∈ T | ∃ω ∈ Ĥ : (ω |B) = (ω̂ |B)}. (12)
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Возможны два взаимоисключающих случая:
a. A = ∅
b. A ̸= ∅
Выберем произвольно β ∈ n0

Ĥ
[α] и покажем, что в каждом из этих случаев, изменив

значение функции β разве что для аргумента ω̂, можно получить новую функцию β̂,

удовлетворяющую включению
β̂ ∈ n0

Ĥ∪{ω̂}[α], (13)

которое означает, что Ĥ ∪ {ω̂} ∈ Hα и, следовательно, противоречит свойству макси-
мальности элемента Ĥ в ЧУМ (Hα,⊂).

Случай a. Так как в этом случае посылка условия неупреждаемости (см. (2)) вы-
полняется лишь когда ω1, ω2 ∈ Ĥ или ω1 = ω2 = ω̂, то уже сама функция β, очевидно,
удовлетворяет включению (13).

Случай b. Напомним, что по условию теоремы T — цепь в ЧУМ (P(T ),⊂). Сле-
довательно, всякое подсемейство из T также есть цепь в ЧУМ (P(T ),⊂).

Определим отображение {ξB}B∈A ∈ α(ω̂)A следующим образом:
— для всякого B ∈ A выберем (см. (12)) произвольно ωB ∈ Ĥ, удовлетворяющую

(ωB |B) = (ω̂ |B) ;
— в силу условия неупреждаемости (см.(1)) имеем равенство(α(ω̂) |B)=(α(ωB) |B);

кроме того, по выбору β выполняется включение β(ωB) ∈ α(ωB) ; значит, пользуясь
аксомой выбора, можно назначить ξB ∈ Z, удовлетворяющий требованию

(ξB ∈ α(ω̂))&((ξB |B) = (β(ωB) |B)) ∀B ∈ A. (14)

Итак, для всякого B ∈ A мы определили ξB ∈ α(ω̂). Напомним, что как подсемейство
цепи T , семейство A образует цепь в ЧУМ (P(T ),⊂). Таким образом, отображение
{ξB}B∈A можно рассматривать как направленность, определенную на A со значениями в
α(ω̂). По условию теоремы α(ω̂) — компактное множество в топологическом простран-
стве (Z, τZ), следовательно, существует предельная точка ξ̂ ∈ α(ω̂) направленности
{ξB}B∈A : для любых B ∈ A, Ô ∈ τZ , ξ̂ ∈ Ô найдется B′ ∈ A такое, что

(B ⊂ B′)&(ξB′ ∈ Ô). (15)

Используя элемент ξ̂, переопределим функцию β :

β̂(ζ) ,
{
β(ζ), ζ ̸= ω̂,

ξ̂, ζ = ω̂,
ζ ∈ Ω. (16)

Так как ω̂ ̸∈ Ĥ функция β̂ наследует (см. (16)) неупреждаемость β на множестве Ĥ :

β̂ ∈ n0
Ĥ
[α]. (17)

Воспользуемся этим и проверим неупреждаемость β̂ на множестве Ĥ ∪ {ω̂}.
Выберем произвольно и зафиксируем ζ1, ζ2 ∈ Ĥ ∪ {ω̂} и E ∈ T , для которых

выполняется равенство
(ζ1 |E) = (ζ2 |E). (18)
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Опустим для краткости два простейших (c учетом (17)) случая ( ζ1, ζ2 ∈ Ĥ или ζ1 =

ζ2 = ω̂ ) и рассмотрим один с точностью до обозначений оставшийся вариант:

(ζ1 ∈ Ĥ)&(ζ2 = ω̂). (19)

Из (18), (19) вытекает
(ζ1 |E) = (ω̂ |E) (20)

и по определению A (см. (12)) имеем включение E ∈ A.

Покажем, что для всякого t ∈ E направленность {ξB(t)}B∈A стационарна не позже
(в смысле порядка на ЧУМ (P(T ),⊂) ), чем с элемента ξE(t). В самом деле, пусть
F ∈ A и E ⊂ F. Тогда в силу определений для элементов ωE, ωF ∈ Ĥ верны равенства
(ω̂ |E) = (ωE |E), (ωF |F ) = (ω̂ |F ) и, стало быть, равенство

(ωF |E) = (ωE |E). (21)

Из (14), (17) и (21) получаем

(ξF |E) = (β(ωF ) |E) = (β(ωE) |E) = (ξE |E).

Ввиду произвольного выбора F отсюда следует

ξF (t) = ξE(t) ∀t ∈ E, ∀F ∈ A, E ⊂ F. (22)

По определению топология τZ задает поточечную сходимость элементов Z, то есть
для всякой предельной точки ξ направленности {ξB}B∈A в (Z, τZ) и любого t ∈ T зна-
чение ξ(t) определяется как предельная точка направленности {ξB(t)}B∈A в (X, τX).

Тогда из (15), (22) и хаусдорфовости топологии τX следует, что для всякой предельной
точки ξ направленности {ξB}B∈A выполняется

ξ(t) = ξE(t) ∀t ∈ E, (23)

в частности, для ξ̂ из (23) получим

(ξ̂ |E) = (ξE |E). (24)

Из (16), (17), (20) и ζ1, ωE ∈ Ĥ имеем

(β̂(ζ1) |E) = (β(ζ1) |E) = (β(ωE) |E). (25)

Тогда из (25), (14), (24), (14) и (19) получаем, соответственно, равенства

(β̂(ζ1) |E) = (β(ωE) |E) = (ξE |E) = (ξ̂ |E) = (β̂(ω̂) |E) = (β̂(ζ2) |E). (26)

Итак (см. (18), (26)), имеем импликацию

((ζ1 |E) = (ζ2 |E)) ⇒ ((β̂(ζ1) |E) = (β̂(ζ2) |E)).

Так как множество E и элементы ζ1, ζ2 выбирались произвольно, установлено вклю-
чение (13). И, значит, Ĥ ∪ {ω̂} ∈ Hα.

Мы показали, что предположение Ĥ ̸= Ω влечет противоречие с максимальностью
Ĥ в ЧУМ (Hα,⊂), то есть имеет место другая альтернатива: Ĥ = Ω. Значит, Ω ∈ Hα,

иными словами, n0
Ω[α] ̸= ∅. Компактность множества n0

Ω[α] в (ZΩ, τZΩ) сразу следует
из леммы 1. Доказательство завершено.
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Abstract. The existence of a non-anticipating selection of a non-anticipating
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